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求解带不可微项方程的
Newton- Moser迭代的收敛性
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摘要 :提出了 Newton- Moser 迭代法求解带不可微项方程的解的半局部收敛性定理, 并加以扼要证

明.
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设 X , Y 是 Banach空间, f , g 是X v Y 的非线性算子, B ( x 0, R) 是X 中心 x0 为中心, R 为半

径的闭球, f 在B ( x 0, R ) 内 Frchet可微,且满足条件:

Ñ) + fc( x ) - fc( y ) + [ K ( r ) +x - y + ,

  x , y I B( x 0, r ) < B ( x 0, R) ;

Ò) + g( x ) - g( y ) + [ E( R ) +x - y + ,

x , y I B( x 0, r ) .

考虑方程

f ( x ) + g( x ) = 0 (1)

的求解.由于假设条件 Ñ) , Ò) 对方程(1) 的要求不苛刻,当 g ( x ) 不可微时也行得通, 所以,方

程(1) 的适用范围广, 近来对方程(1) 的数值求解进行研究的人很多. 如王德人等[ 1]
, 特别是

Zabreko- Nguen[ 2] 和 Zbrjko[ 3] 对迭代

xn+ 1 = xn - f
c- 1
(x

n
) { f ( xn) + g ( x n) }

和

x n+ 1 = x n - A
- 1
0 {f ( x n) + g( xn ) }

分别建立了半局部收敛性定理,其中 A 0 = fc( x 0) .

本文考虑下列迭代格式:

Newton - Moser迭代

x n+ 1 = x n - A n{ f ( xn ) + g( xn) } ,

An+ 1 = 2An - A
2
nfc( x n+ 1)1 (2)

由于这种迭代格式有许多优点, 所以, 很多人采用它. 本文对带不可微项方程(1) 在假设 Ñ) ,

Ò) 下给出迭代格式(2) 的半局部收敛性定理,所得结果推广了王德人等[ 1~ 3] 的结果.
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1  Newton- Moser 迭代的收敛性
由于Newton- Moser迭代对于算子是否可逆不做要求.因此,该方法对许多问题的研究是方

便的.下面,我们用优序列的方法研究它的收敛性.

取 U( t ) 的表达式为

U( t ) = a + a
- 1
0 Ht + Q

t

0
X( t ) dt   H I (0, 1] , (3)

其中

a = +A
- 1
0 (f ( x 0) + g ( x 0) ) +   a0 = - +A 0 + , (4)

而 A
- 1
0 : Y vX 是fc( x 0) 的近似逆.

设

7 ( t ) = Q
t

0
E( S)dS,

x ( t ) = U( t ) + 7 ( t ) .

用 x 表示x ( t ) 在区间[ 0, R ] 上的极小值, t为极小值点,如果 x ( R ) < 0,由 x ( t ) 是严格单

调的,那么, x ( t ) 在区间[ 0, t
-

] 上有唯一零点 t
*

.

取Newton - Moser迭代的优序列为

tn+ 1 = tn - anx ( tn) ,

an+ 1 = 2an - a
2
nUc( tn+ 1) , (5)

其中 t 0 = 0, a0 = - +A 0 +.

2  收敛性证明
引理 1  若 x ( R) < 0,则对任何 n I {0} G N, N为自然数集,都有 0 [ t 0 [ , [ tn [ t

*

且l im
n y ]

tn = t
*

.

证明:当 n = 0时,显然成立.

设对 n [ k 时,上述不等式成立.则 n = k + 1时,由于 x ( t ) 在区间[ 0, t
*

] 上为正, Uc( t )

在[ 0, t
*

) 上单调增加且为负, 并且两者在[ 0, t
*

) 上右端点连续, 所以有:

t k [ t k - akx ( t
k
) = t k+ 1 [ t

*
.

因为

ak+ 1 = 2ak - a
2
kUc( t

k+ 1
) = [ 1 - (1 - akUc( tk+ 1) )

2
] / Uc( t k+ 1) \ 1

Uc( tk+ 1)
,

又由于

1 - akUc( tk+ 1) \ 1-
Uc( t k+ 1)

Uc( t
k
)

\ 0,

所以

ak+ 1 = ak + ak(1 - akUc( tk+ 1) ) [ ak < 0,

0 [ | a0 | [ | ak+ 1 | [ |
1

Uc( tk+ 1)
| [ |

1

Uc( t
*

)
|

故有: x ( lim
k y ]

tk) = 01

89 第 1期 肖胜中等:求解带不可微项方程的Newton- Moser迭代的收敛性



由于已证得 t k [ t
*

, k I { 0} G N及 x ( t ) 在[ 0, t
*

] 上的连续性有:

lim
k v ]

tk = t
*

.

引理 2  若 x ( R ) [ 0,则由迭代(2) 有:

1b  +A n + [ - an ;

2b  A n 可逆;

3b  +A nf c( xn ) - I + [ 1- anUc( tn) ;

4b  +A n+ 1A
- 1
n + [ an+ 1 a

- 1
n ;

5b  +x n+ 1 - xn + [ t n+ 1 - t n.

证明:当 n = 0时 1b, 2b, 3b, 5b显然成立.

由迭代(2) 可得:

+A 1A
- 1
0 - I + = +I - A 0fc( x 1) + [

+I - A 0fc( x 0) + + +A 0( fc( x 1) - f ( x 0) ) + [

+I - A 0fc( x 0) + + +A 0+{ X( t 1) - X( t 0) } [

1- a0 Uc( t 0) - a0{ Uc( t 1) - Uc( t 0) } =

1- a0 Uc( t 1) = a0Uc( t 1) [ a
- 1
0 Uc- 1

( t 1) - 1] [ a
- 1
0 a1 - 1.

即当 n = 0时, 4b成立.

假设 n [ k 时  1b ~ 5b成立, 则

+A k+ 1A
- 1
0 + [ +A k+ 1A

- 1
k +A kA

- 1
k- 1 + , +A

- 1
0 A 1 + [ ak+ 1 a

- 1
k # aka

- 1
k- 1 ,a1 a

- 1
0 = ak+ 1 a

- 1
0 1

从而

+Ak+ 1 + [ +Ak+ 1A
- 1
0 + # +A 0+ [ - ak+ 11

可见 1b对n = k + 1时成立.

由关系式

I - A k+ 1fc( xk+ 1) = ( A k+ 1A
- 1
k - I )

2
,

我们有:

+I - A k+ 1fc( x k+ 1) + [ +A k+ 1A
- 1
k - I +2

= 1- ak+ 1Uc( tk+ 1)

即当 n = k + 1时, 3b成立1 又由

+x k+ 1 - x 0 + [ E
k

i = 0
+xi+ 1 - xi + [ E

k

i= 0
( t k+ 1 - ti ) = t k+ 1,知 xk+ 1 I B( x 0, t k+ 1) .

由式(2) 及归纳假设有:

+A
- 1
k+ 2A

- 1
k+ 1 - I + = +I - A k+ 1f c( xk+ 2) + =

+I - Ak+ 1f c( x k+ 1) - Ak+ 1{f c( x k+ 2) - f c( xk+ 1) } + [
1- ak+ 1Uc( tk+ 1) - ak+ 1{ X( tk+ 2) - X( tk+ 1) } =

1- ak+ 1Uc( tk+ 1) - ak+ 1{ Uc( tk+ 2) - Uc( tk+ 1) } =

1- ak+ 1Uc( tk+ 2) = ak+ 2 a
- 1
k+ 1 - 1 < 1.

由摄动引理知, Ak+ 2 的逆存在, 所以 +Ak+ 2 + X 0,从而

+Ak+ 2A
- 1
k+ 1 + [ ak+ 2 a

- 1
k+ 1.

即2b, 4b成立.

+x k+ 2 - x k+ 1+ = +A k+ 1{ f ( xk+ 1) + g( xk+ 1) } + =
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Ak+ 1{f ( x k+ 1) - f ( xk ) - f ( x k) ( x k+ 1 - xk) } +

  Ak+ 1{f
- 1
(x

k
) - A

- 1
k } ( xk+ 1 - xk ) + A k+ 1{ g ( x

k+ 1
) - g (x

k
) } [

- ak+ 1Q
t

0
{ X( tk + K( tk+ 1 - tk) ) - X( t k) } dK( tk+ 1 - tk) +

  ak+ 1 a
- 1
k {1- akUc( tk) } ( tk+ 1 - t k) - ak+ 1{ 7 ( t

k+ 1
) - 7 ( t

k
) } =

- ak+ 1U( t k+ 1) = tk+ 2 - tk+ 1.

所以, { tn } 为{ x n} 的优序列.由上述引理,我们立刻得出下述定理

定理  设 A
- 1
0 存在,且有 +I - A 0fc( x 0) + [ 1- H, 0 < H [ 1,若 x ( R ) [ 0,则迭代(2)

对任何 n I {0} G N有意义,且收敛于方程(1) 在闭球 B ( x 0, t
*

) 内唯一零点 x
*
且有:

+x
*

- x n + [ t
*

- t n.

证明:由引理 1,引理 2及

+x n+ p - xn + [ E
n+ p- 1

i= n

+x i+ 1 - xi + [ E
n+ p- 1

i= n

( ti+ 1 - ti ) = tn+ p - tn ,

令 p v ] 时有:

+x
*

- x n + [ t
*

- t n.

证毕.
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Convergence of the Newton- Moser Iterative for

Undifferentiable Nonlinear Equations

XIAO Sheng-zhong1,GU We-i qing2
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Abstract:A Semi- local convergence theory is proved^ for the Newton- Moser method1 It is applied to un-

differetiable nonlinear operator equations.
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